AULA 5 - BLOCO 1: FUNDAMENTOS, ORDENAQAO E CUSTO
Notacao assintotica: O, ()l e
©

Capitulo 3

Estruturas de dados e seus algoritmos - José Dihego - IFBA



& TEORIA

Roteiro da aula

Ao final, vocé sera capaz de

» Definir ©, O, 2, 0 e w e interpreta-las
graficamente

» Provar relagdes assintéticas exibindo
constantes c e ng

» Ordenar fungdes comuns pela taxa de
crescimento

» Estimar a ordem de crescimento a partir de
medicoes (log-log e razao de dobra)

Aula 5 - Notagao assintética

& Teoria

Definicoes, graficos da Figura 3.1, propriedades e

funcdes comuns

<[> PraticaemC

Quanto cabe em 1segundo para cada f(n)

ﬂ Experimento
Quatro algoritmos, quatro ordens de crescimento

num sé grafico

52" Conexées
Ciéncia de dados, complexidade, bioinformatica e
SLAs
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& TEORIA

As trés notacoes principais

O(g) ={f:3Jec1,c2,m0 >0, 0 < c1g(n) < f(n) < cog(n) Vn > no} O(g): so o limite superior
f<cg. Q(g): so6 o limite inferior f > cg.

c2g(m) cgn)
i o
crg(n)
n ! n ; n
n n
" fm) = 0(gm) * fln) = 0(gm) S = Q(gn))
(a) (b) (c)

Figura 3.1de Cormen et al. (2009) — (a) ©: f entre c¢1g e cag. (b) O: f abaixo de cg. (c) Q: f acima de cg. Sempre
a partir de ng.
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& TEORIA

Provando com constantes

Exemplo: ;n® — 3n = O(n?).

Precisamos de c;n? < $n? — 3n < con?. Dividindo por n%: ¢; <

[ IR
3l
IN
Q
V)

» Lado direito: vale paratodon > 1 comc, = %

» Lado esquerdo: paran > 7, + — 2 = L:bastac; = ;.
» Logo ¢y = 15, c2 =3, m0 =T.
Contraexemplo: 6n° # ©(n?): precisariamos de 6n° < con?, ou seja, n < c2/6, 0 que falha
para n grande.

[ Teorema 3.1: f = O(g) se e somentese f = O(g) e f = Q(g).
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& TEORIA

Notacao como ferramenta

» O no pior caso limita toda entrada: “a insergdo é O(n?)".
» 2 no melhor caso limita toda entrada por baixo: "a inser¢ao é Q(n)".
» “Ainsercao é ©(n?)" é falso para toda entrada; vale para o pior caso.

> 0 e w sdo limites estritos: 2n = o(n?), mas 2n? # o(n?). Formalmente,
f=o0(g) < limf/g=0.

» Em equagdes: 2n? + O(n) = O(n?) significa “alguma fungao anénima de ©(n)".

Propriedades: transitividade, reflexividade, simetria (©) e simetria transposta (f =
O(g9) <= g=Q(f)).
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& TEORIA

A escada das funcoes comuns

2 3

1 <1g"n < lglgn < lgn < vn < n < nlgn < n°> < n> < 2" < nl < n"

v

Todo polindmio cresce mais devagar que toda exponencial: n® = o(a™) para a > 1.

v

Todo polilogaritmo cresce mais devagar que todo polinémio: 1gb n = o(n®) paraa > 0.

v

A base do logaritmo ndo importa: log, n = ©(log, n).

v

Stirling: 1g(n!) = O(nlgn), resultado que voltara no limite inferior da ordenacéo.
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(I dPraticaem C

» Para 10° operagdes por segundo: qual o maior n para cada f(n)?
» Busca binaria sobre o valor de n (a fungao é crescente)

» tgamma(n+1) calcula n! para n real




<[> PRATICAEM C

Quanto cabe em 1segundo (1/3)

#include <stdio.h>

2 #include <math.h>

3

4 /* Supondo ‘ops’ operag¢des por segundo, qual o maior n resolvido em 1 s para cada f(n)?
5 Busca bindria sobre n: f é crescente, basta achar o ultimo n com f(n) <= ops. */
6 double f(int qual, double n) {

7 switch (qual) {

8 case 0: return log2(n);

9 case 1: return sqrt(n);

10 case 2: return n;

1 case 3: return n * log2(n);

12 case 4: return n * n;
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<[> PRATICAEM C

Quanto cabe em 1segundo (2/3)

case 5: return n * n * n;
case 6: return pow(2, n);
default: return tgamma(n + 1); // n! =T(n + 1)

int main(void) {

double ops;
if (scanf("%Lf", &ops) != 1 || ops < 1) return 1;
const char *nome[8] = {"lg n", "raiz de n", "n", "n 1g n",
“n~2", "n~3", "2%n", "n!"};
printf("%-10s maior n em 1 s com %.0e operagdes/s\n", "f(n)", ops);
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<[> PRATICAEM C

Quanto cabe em 1segundo (3/3)

r
for (int q = 0; g < 8; q++) {
double 1o = 1, hi = 2;
while (hi < 1e300 && f(q, hi) <= ops) hi *= 2; // dobra até passar
for (int it = 0; it < 200; it++) { // depois, busca bindria
double meio = (lo + hi) / 2;
if (f(g, meio) <= ops) lo = meio; else hi = meio;
}
if (lo > 1el5) printf("%-10s %.2e\n", nome[q], lo);
else printf("%-10s %.0f\n", nome[q], floor(lo));
}
return 0;
}
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n Experimento

» Busca binaria, busca linear, merge sort e todos os pares
» n de 256 a 32.768, dobrando

» Em escala log-log, cada ordem é uma reta com inclinagao propria




& EXPERIMENTO

Descobrir a ordem de crescimento medindo

Método
Hipétese.  Contando a operacao 1. Contador global ops na operagao
basica de cada algoritmo: busca basica de cada algoritmo
binaria ~ lgn; busca linear (pior caso) 2. n=28...,21

= n; merge sort = nlgn (uma copia
por posicao e nivel); todos os pares =
n(n — 1)/2. Em log-log, as inclinagdes
devem ser ~ 0, 1, um pouco acima de 1 cada um
e 2.

3. Busca de um valor ausente (pior caso)

b

Comparacgao com a formula exata de
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& EXPERIMENTO

Quatro ordens de crescimento em log-log

..

@ todos os pares _-e" -

™ merge sort _.e” - n medido  razao
7T+ = -

W[ 4 busealinear | __-® 256,0 32.640 1,000
2 ¢ buscabindra .- _a 512,0 130.816 1,000
S el T (B) T S 1.024 523776 1,000
3 ¢$--- nmlgn -7 PR 2.048 2.096128 1,000
S 4.096 8.386.560 1,000

32.768 536.854.528 1,000

razao = medido - (Z)

Vv desvio max. 0,0%

Retas paralelas tém a mesma ordem;
n inclinacao maior, ordem maior. A busca
binaria é quase horizontal.

10*
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& EXPERIMENTO

O que o experimento mostrou

As contagens batem exatamente com n(n — 1)/2, nlgn, n e lgn. Em escala log-log,
a ordem de crescimento aparece como inclinagao. Para estimar k a partir de duas
medicées: k ~ lg (T'(2n)/T(n)), a razao de dobra da aula 1.

>_ Reproduza: gcc -02 aulad5 experimento.c -0 exp -lm && ./exp
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®—®conexs
- Conexoes

Ciéncia de dados

v

» Teoria da complexidade
» Bioinformatica

» Contratos de servigo (SLA)




%" CONEXOES

Onde isso aparece na computacao

|2 Ciéncia de dados

Z Bioinformatica

genomas de bilhdes de bases,
heuristicas como BLAST.

L
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O k-means custa O(n k d14); um algoritmo O(n?)
inviabiliza bases com milhdes de linhas. A
notagao assintética decide o que escala.

Alinhar duas sequéncias custa ©(mn): para

isso forga

©O Teoria da complexidade

P contra NP pergunta se problemas verificaveis
em tempo polinomial também sao resolviveis em
tempo polinomial: um dos sete problemas do
milénio.

IQ! Contratos de servigo (SLA)

Garantir resposta em 100 ms para qualquer carga
exige saber como o tempo cresce com os dados;
a ordem de crescimento entra no planejamento de
capacidade.
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4 PARA CASA

Para casa

Exercicios

1.

(3.1-1) Prove que

max(f(n),g(n)) = O(f(n) + g(n)).
(31-2) Prove que (n +a)® = O(n®) para
constantes a e b > 0.

(31-4) 271 = O(27)? E 22" = O(2")?

4. (Problema 3-3) Ordene 10 fungdes da lista do

livro por taxa de crescimento.

Rode aula05 crescimento.c com 10° operagdes
por segundo e compare com 10°.
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Leitura

Cormen et al., secdes 3.1e 3.2.

Codigo
josedihego.net/estruturas
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