AULA 6 - BLOCO 1: FUNDAMENTOS, ORDENACJ\O E CUSTO
Recorréncias: arvore de
recursao e teorema mestre

Secoes 4.3 a 4.5

Estruturas de dados e seus algoritmos - José Dihego - IFBA



& TEORIA

Roteiro da aula

Ao final, vocé sera capaz de .

. . & Teoria
» Modelar algoritmos recursivos por

Substituicéo, arvore de recurséo, teorema mestre

recorréncias L
» Resolver recorréncias pela arvore de recursao <[> PraticaemC
e confirmar por SUbStitUiQéO Avaliar T'(n) = aT(n/b)+n" e classificar o caso

» Aplicar os trés casos do teorema mestre L Experimento

» Conferir numericamente as preViSGeS do Quatro recorréncias medidas contra suas solugdes
teorema -
%" Conexées

FFT, multiplicagdo de matrizes, paralelismo e pilhas

de chamada
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& TEORIA

Trés métodos

» Substituicdo: chute a forma da solucao e prove por indugao, achando as constantes.
Ex.: T(n) =2T(|n/2]) +n. Chute T(n) < cnlgn; entdo
T(n) <2c5lgg +n=cnlgn—cn+n<cnlgnparac>1.

» Arvore de recursao: desenhe as chamadas, some o custo de cada nivel, some os
niveis. Otima para gerar o chute.

» Teorema mestre: resolve de uma vez T'(n) = aT'(n/b) + f(n),coma >1,b > 1.

Cuidado na substituigido: provar T'(n) < cn + n ndo prova T'(n) = O(n). E preciso a
forma exata da hipdtese.
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& TEORIA

Arvore de recursio de T ( ) =3T(n/4) + cn?

T(n) on?
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@ Total: 0(n%)

Figura 4.5 de Cormen et al. (2009) — o custo por nivel cai em progressdo geométrica (%): a raiz domina e
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& TEORIA

Arvore desbalanceada: 7'(n) = T'(n/3) + T(2n/3) + cn

» Todo nivel completo custa cn.

» O caminho mais longo, / \

n—3n—(3)% ..., tem (2) JEIp—
logg /, n niveis. logy ) 7 / \ / \

» Chute: O(nlgn), confirmado (@) () () () e e cn
por substitui¢ao. oy

Total: O(nlgn)

Figura 4.6 de Cormen et al. (2009)
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& TEORIA
O teorema mestre

Seja T'(n) = aT(n/b) + f(n). Compare f(n) com n'°2 ¢ (o custo das folhas):
1. Se f(n) = O(n!°% ~¢): as folhas dominam, T'(n) = ©(n'°% 2).
2. Se f(n) = O(n'°# 2): todos os niveis pesam igual, T'(n) = O(n'°% ¢ 1gn).

3. Se f(n) = Q(n'°g»2*¢) e af(n/b) < cf(n) para algum ¢ < 1: a raiz domina,

T(n) =06(f(n)).

Recorréncia nl°e % Caso  Solugdo
2T (n/2) + n (merge sort) n 2 O(nlgn)
4T (n/2) +n n? O(n?)

T(n/2) + 1 (busca binaria) 1
7T(n/2) + n? (Strassen) n>8

AN -
oy
0
<
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(I dPraticaem C

» Avalia T(n) = aT(|n/b]) + n* recursivamente
» Calcula log; a e indica o caso do teorema mestre

» Testes: casos1,2e 3




<[> PRATICAEM C

Calculando recorréncias (1/2)

#include <stdio.h>
#include <math.h>

1
2

3

4 int a, b;

5 double k;

6

7 /* T(1) = 1; divisdo inteira (piso), como em cédigo real. */
8 double T(long n) {

9

if (n <= 1) return 1;
10 return a * T(n / b) + pow(n, k);
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28

<[> PRATICAEM C

Calculando recorréncias (2/2)

int main(void) {

}

long n;

if (scanf("%d %d %1f %ld", &a, &b, &k, &n) != 4) return 1;

if (a<1 || b<2]|| n<1) return 1;

double e = log(a) / log(b); // expoente critico log b a

printf("T(%ld) = %.0f\n", n, T(n));
printf("log %d %d = %.3f e f(n) = n"%.2f\n", b, a, e, k);
if (fabs(k - e) < 1le-9)
printf("caso 2: T(n) = 8(n™%.3f 1g n), previsado %.0f\n", e,
pow(n, e) * log2(n));
else if (k < e)
printf("caso 1: T(n)
else
printf("caso 3: T(n)
return 0;

0(n"%.3f), previsao %.0f\n", e, pow(n, e));

0(n"%.2f), previsao %.0f\n", k, pow(n, k));
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n Experimento

» 2T(n/2) +n, 4T(n/2) +n, T(n/2) + 1, 7T (n/2) + n?
> n=2%"32%

» Solucdes exatas e ajuste da constante de Strassen




& EXPERIMENTO

O teorema mestre confere?

Hipotese. Com 7'(1) = 1 e n poténcia
de 2, as solugdes exatas s&o 27'(n/2)+
n=mnlgn+n, 4T(n/2) +n =2n?> —n
eT(n/2)+1=I1gn+ 1. Para Strassen,
o teorema prevé O(n's7), com lg7 ~
2,807.
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Método

1. Recorréncia avaliada diretamente (uma

chamada por nivel)

=24 ... ,2%

. Trés solugbes comparadas sem ajuste;

Strassen com constante ajustada

. Grafico em escala log-log
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& EXPERIMENTO

Valores exatos e solucoes previstas

.o

1019 ® 7T(n/2) +n? -®
» n medido

] 4T (n/2) +n - Vg
A 2T(n/2) +n B P a-" 16,0 5.261
1013 ¢ T(n/2)+1 P - 256,0 13.363.821
= --- 2330187 4 - e " 4.096 32.273.967181
= e o2 _na" " 65.536 77.537.778.039.341
1__ a-" Ak A 1.048.576 186.180.488.678.924.320
nlgn +n - e
107 Ao A 16.777.216  447.022.497.921.352.794.112
razéo = medido + n!8 7

+ desvio max. 0,0%

Strassen: a razdo T'(n)/n'27 converge
para 7/3. As outras trés batem com a
solugao exata.

10t
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& EXPERIMENTO

O que o experimento mostrou

As solucdes exatas coincidem com os valores calculados, e a de Strassen converge para

§n1g7. O teorema mestre acerta a ordem de crescimento; para a constante, é preciso

resolver a recorréncia com mais cuidado (substituicao ou arvore completa).

Desafio: inclua 37(n/4) + n? (caso 3) e 27°(n/2) + nlgn, que cai na lacuna entre os casos 2
e 3.

>_ Reproduza: gcc -02 aula06 experimento.c -o exp -lm && ./exp

Aula 6 - Recorréncias 13/16




R=Fconexs
- Conexoes

Processamento de sinais

v

Algebra linear e 1A

v

» Computacao paralela

v

Linguagens e sistemas




%" CONEXOES

Onde isso aparece na computacao

“1r Processamento de sinais

A FFT satisfaz T'(n) = 2T(n/2) + O(n): nlgn
em vez de n? viabiliza audio digital, 4G/5G,
ressonancia magnética e compressao JPEG/MP3.

52" Computacao paralela

Algoritmos paralelos sdo analisados por duas
recorréncias: trabalho total e span (caminho
critico). O paralelismo é a razao entre elas.
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sss 2 .

222 AlgebralinearelA

Strassen (n28') e sucessores mostram que
multiplicar matrizes, o nucleo das redes neurais,

pode custar menos que n3.

2 Linguagens e sistemas

A profundidade da recursao é a altura da arvore:
com lgn niveis, a pilha de chamadas fica
pequena; com n niveis, ocorre estouro de pilha.
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4 PARA CASA

Para casa
Exercicios

1. (4.3-1) Most bstituica .

) oo oo

o ’ Cormen et al., secoes 4.3, 4.4 e

2. (4.4-1) Use a arvore de recursao para estimar 4.5.

T(n) =3T(|n/2]) + n.
3. (4.5-1) Aplique o teorema mestre a 27°(n/4) + 1, Cédigo

2

2T(n/4) + V/n, 2T (n/4) +n, 2T (n/4) + n°. josedihego.net/estruturas
4. (4.5-3) Mostre que a busca binaria,

T(n) =T(n/2)+06(1), ¢ ©(lgn).
5. Use aula®6 recorrencias.c com b nao poténcia de 2

(b = 3) e compare com a previsao.
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